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Suites

-1

Généralités (pratique)

*1: (Sens de variation) FEtudier la monotonie
éventuelle (en précisant si elle est stricte) des suites de
termes généraux suivants :

24+ (=1)" n"

1)
D) by = Cn = —

n a 3n n!

an:

#¥r (Calcul de limite) Déterminer, lorsqu’elle

existe, la limite des suites de termes généraux suivants :

D u, = n® arccos <l) 6) u, =vVn+1-— /i

n

S|=

3_|_5n_2n3 7) u, = (3+sinn)
2 =
) tn —5n3 +cosn -
(2+cosn)" 8) un=vn=+1=2n
3) un = g4 |
9) u,=nn

4) u,=In(n+1)—Inn

e’ [v/n]

5) un = 10) M}’l =

#4:  Ftudierla nature de la suite de terme général

Uy = {3+ (_l)nJ

n

@ *ir (Série harmonique)

1) Montrerque:Vx>0 In(l1+x)<x

n
2) En déduire que pour toutn € N*, In(n+1) < Z

3) E uire la nature de la suite de terme general

kl*—‘

dédu
Z
O
2

1) Montrer que : Vx >0 x—% <In(l+x) <x

a n
2) En déduire la limite de u,, = (1 + —) , 0l & est un
n

réel fixé.

T —

tend vers 2 quand

n tend vers oo,

Généralités (théorie)

% Vrai ou faux ? Justifier.

1) Toute suite croissante admet une limite (finie ou
non).

2) Toute suite décroissante est majorée.
3) Soitu € RN, Si |un| — ¢, alors u,, — £ ou u,, — —¥.

4) Une suite positive qui converge vers 0 est décrois-
sante a partir d'un certain rang.

5) La somme de deux suites convergentes est conver-
gente.

6) La somme de deux suites divergentes est diver-
gente.

7) La somme d’'une suite convergente et d'une suite
divergente est une suite divergente.

** Soit € > 0etA > 0. Déterminer un rang N,
pas forcément le meilleur, a partir duquel :

y L 3) Vn—n>A
Vvn+1
D ro<e 532> A

@ % En utilisant la définition de la limite, mon-
trer que :

1) tend vers 0.

3) ! tend 1
2 cos | - | tend vers 1.

2) |V/n] tend vers +oo. 4) 2n —n? tend vers —oo

#% Soit (u,) une suite réelle strictement posi-

. Un+1 . .
tive. On suppose que "1 tend vers un réel / fixé.

n
1) On suppose ¢ < 1. Montrer que (u,) est décrois-
sante a partir d'un certain rang. Quelle est sa na-
ture ?

G. Peltier

1/3



2) Onsuppose ¢ > 1. Montrer que (u,) est croissante
a partir d'un certain rang. Quelle est sa nature ?

3) Montrer que si / = 1, on ne peut rien dire.
eV

n:

4) Application : déterminer les limites de u,, = et

n 1 n
de vn:n—'.Onadmetque (1+—) — e.
n! n

*#i:  Soit (u,) une suite a valeurs dans Z. Mon-
trer que (u,) est convergente si et seulement si elle est
stationnaire.

#*#% (Moyenne de Césaro) Soit (u,),cn+ une
suite réelle. On définit la suite (v, ),en+ par

n
=1
1) On suppose que u,, — 0. Montrer que v,, — 0. Indi-

cation : pour tous entiers naturelsn > N

un-1 ey
n

u +.+u
1 N +
n

[va| <

2) En déduire que siu, — ¢ € R, alorsv,, — ¢ € R.

3) Donner un exemple de suite (u,) telle que la suite
(vn) ci-dessus converge, mais pas (uy).

4) Montrer que si u;,, — +oo, alors v,, — oo,

Suites implicites

*x¥: Pour toutn € N, on considere I'’équation
T [

272

suivante d’'inconnue x € } —

(Ep): x+tanx=n

1) Montrer que I'équation (E,) posséde une unique
solution x;,.

2) Montrer que la suite (x,) converge et déterminer sa
limite.

###  Etudier la nature de la suite (u,) ot uy, est
la n-ieme décimale de v/2.

—— Suites extraites, adjacentes, etc.

* Montrer que la suite de terme général u, =
¢~ est divergente.

##% Montrer que les suites de termes généraux
suivants convergent :

Vp = Uy + —
n

** On pose
no(_1 k
-3 1

k=1

Montrer que les suites (S»,) et (S2,+1) sont adjacentes.
En déduire que (S,) converge.

(18) #

pour toutn € N, 7,11 = §<Z" + 2Z,). Montrer que (z,)

Soit (z,) une suite complexe telle que

converge et exprimer sa limite en fonction de zg.

##% Soit 8 € R. Pour tout n € N, on pose

", cos(kO)
= o

k=0

Montrer que la suite (u,) est convergente et déterminer
sa limite.

*#%  Soit (u,) une suite telle que les suites ex-
traites (u2,), (u2n+1) €t (u3,) sont convergentes. Mon-
trer que (u,) est convergente.

#ak  Soit (uy),en une suite réelle bornée telle
que u, + 5143,1 — 0.
1) Montrer que si & est une valeur d’adhérence de
(uy,), alors —20 aussi.

2) On suppose que (u,) converge. Déterminer sa li-
mite.

3) Montrer que (u,) converge.
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*#%% Montrer qu'une suite (,) est non majorée
si et seulement s’il existe une sous-suite (uq,(n)) qui tend
vers oo,

Suites récurrentes

# Déterminer le terme général de la suite (u,)

4
définie parug = 1 etu, | = gun +1

*#:  On définit une suite (u,),en par ug = 0 et
pour toutn € N :

Upr1 = (n+ Duy+ (n+1)!

Un
Calculer u,. On pourra poser v;,, = -
n!

i (Suites récurrentes doubles) Déterminer le
terme général des suites (u,) définies par

D ug=1,u1=0,etVvn €N u, > = 4,1 —4u,
2 up=1lur=-1etvneN 2upir=3u,11 —uy,
3 up=1u =2,etvin €N up2 =ty —uy

4) uy=1u; =2, etvn e N u, , = e"%unﬂ ~+ 2iuy,

#% Déterminer la suite réelle définie par

Upto =AUy —4uy+2
ug=20

u =1

On pourra poser v,, = u, — 2.

1
*#%  On définit les suites (u,) et (v,) par ug = >

1
Vo = 3 et, pour toutn € N :

2
2
Vel = UpVy,
1) Montrer que pour toutn € N, on a u,,v, € }0, 1 [

2) En déduire le sens de variation de (u,) et (v,), et
déterminer leur limite.

#oide (Suites de type u,, 1 = f(u,)) Etudier les
suites (u,) définies par

) up=1etVne N unH:\/m

2) up=1letvneN u,i| = u, +arctan(uy)

3) up=—letVneN u, =" —1

4) upeRietvneN u, 1 = u,% (on discutera selon
la valeur de u).

#**#:  On cherche toutes les suites réelles (uy)
2
vérifiant (E) : u,41 — 32y, = 3",
1) Soit (uy) une solution. On note C = ug € R le pre-

mier terme de la suite. Exprimer u;,u;, u3 en fonc-
tion de C.

2) En déduire toutes les suites solutions de I'équation
homogene (Ey) : up41 — 3%"u, = O et les exprimer
en fonction de C = uy.

3) Déterminer une solution particuliére de (E). On ap-
pliquera la méthode de la variation de la constante :
on remplace C par C, dans la solution de (Ey ), puis
on injecte cette expression dans (E), et enfin on
trouve une suite (Cy,) qui convient.

4) En déduire les solutions de (E).
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